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Аналитические решения для распределённой по прямоугольнику нагрузки. 
Задача о сосредоточенной силе, приложенной в точке упругого изотропного простран-
ства известна как задача Кельвина [1]. Аналитические решения, позволяющие описать 
напряжённо-деформированное состояние пространства от действия сосредоточенной 
силы, приведены в работах [1, 2]. 
Введём в пространстве систему координат 321 xxOx . Рассмотрим прямоугольную 
область       21221121 ;,;:, bbxaaxxxD   расположенную в плоскости 21xOx . Пусть по 
площадке D распределены равномерные усилия интенсивности p0, направленной вдоль 
оси Ox3. Интегрирование фундаментальных решений задачи Кельвина приводит к сле-
дующим интегралам для функций влияния для перемещений и напряжений 
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Проинтегрировав выражения (1) по площадке D, получим следующие выражения, 
записанные в компактной форме 
– для компонент вектора перемещений 





























RaxRaxAxu ,    (2) 
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– для компонент тензора напряжений 
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xA ,     (3) 
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3B , λ, μ – постоянные Ляме для изотропной упругой среды, i 














  2,1, lk . 
Из рисунка 1 видно, что приведённые выше выражения для напряжений удовле-
творяют граничным условиям при приложении равномерно распределённой нагрузки 
по прямоугольной площадке в пространстве. 
 
 
Рис. 1. Распределение вдоль осей x1 и x3 некоторых компонент тензора напряжений, 
отнесенных к величине усилий p0 
 
Гранично-элементное моделирование напряжённого состояния. При гранично-
элементном моделировании напряжённого состояния полупространства под действием 
произвольно распределённой нагрузки с использованием фундаментальных решений 
Буссинески и/или Черрути достаточно просуммировать напряжения вызванные действи-
ем нагрузки по каждому граничному элементу лежащему в области действия нагрузки 
[3]. При решении задачи с использованием фундаментальных решений Кельвина необ-
ходимо предварительное определение фиктивных усилий для граничных элементов в об-
ласти действия нагрузки и в некоторой её окрестности. 
Рассмотрим некоторую область D в плоскости Ox1x2 с произвольно распределённой 
по ней нагрузкой  21, xxp . Обозначим через D̂  окрестность области D. Построим в об-
ластях D и D̂  равномерную прямоугольную гранично-элементную сетку с количеством 
элементов N1, N2 и шагами сетки h1, h2 соответственно вдоль осей Ox1 и Ox2. Введём 
также следующие обозначения: fijp   фиктивная нагрузка, действующая по граничному 
элементу с центром в точке  21, jhih   21 ,...,1,0;,...,1,0 NjNi  ;  21, jhihpprij  . Задача оп-
ределения фиктивных усилий сводится к следующей системе 21 NN   линейных урав-
нений 


























ij lhkhpp ,  3,2,1  (4) 
где  ,, , fijrij pp   проекции нагрузок rijp  и fijp  на ось Ox . 
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Решая систему уравнений (4) относительно ,fijp  можно найти фиктивные гранич-
ные условия для каждого граничного элемента. Далее взяв их в качестве действующих 
усилий можно найти напряжённое состояние в любой точке полупространства. 
В работе [4] рассмотрена задача определения напряжённо-деформированного со-
стояния и состояния повреждаемости в силовой системе ролик/вал используемой при 
испытаниях материалов на контактно-механическую усталость. В ней, в частности, оп-
ределены параметры контактного пятна между роликом и валом, а также величина мак-
симального давления в центре площадки контакта. Проведём гранично-элементное мо-
делирования аналогичной задачи с использованием аналитических решений (3). 
При давлении тела вращения на упругую изотропную полуплоскость контактное 
давление распределено по эллиптическому закону [5] 









xpxxp  , (5) 
где a, b  величины полуосей эллиптической площадки контакта, p0 – давление в цен-
тре площадки. 
Из работы [4] известно, что для реальной испытательной системы ролик/вал 
a = 0,25 мм, b = 0,25 мм, p0 = 3727 МПа. Область D̂  была взята за прямоугольник с раз-
мерами ba 66  , шаги гранично-элементной сетки были приняты равными 
51
ah  , 
52
bh  . Таким образом, была получена гранично-элементная сетка состоящая из 3030 
= 900 элементов. Фиктивные граничные условия для каждого граничного элемента оп-
ределялись согласно системе уравнений (4).  
На рисунке 1 представлен пространственный график фиктивных граничных усло-
вий fijp  действующих на площадке D̂ . На рисунке 2 показана аппроксимация непре-
рывного распределения  21, xxp  дискретным распределением на граничных элементах 
в разрезе вдоль оси Ox2. 
На рисунках 3 и 4 показаны графики распределения напряжения  333  вдоль осей 
Ox1 и Ox3 соответственно, полученные при гранично-элементном моделировании (то-
чечный график) в сравнении с аналитическим решением для полупространства (сплош-
ная линия) [5]. 
Анализ повреждаемости системы. Введём механический параметр  как локаль-
ную характеристику повреждаемости среды Ω в точке A и определим его как отноше-
ние абсолютного значения действующих напряжений σ в точке A к некоторому пре-
дельному напряжению lim)(*  установленного для данного материала, т.е. 
 lim)(*

 . (6) 
Выделим элементарный параллелепипед со сторонами dx, dy, dz с центром в точке 
A. Элементарный опасный объём соответствующий точке A определим как функцию 










dV  (7) 










Рис. 1. Фиктивные граничные 
условия fijp  на площадке D̂  
Рис. 2. Аппроксимация непрерывного 
распределения граничной нагрузки 
 
  
Рис. 3. Распределение напряжения  333  вдоль оси Ox1 Рис. 4. Распределение напряжения 
 3
33  вдоль оси 
Ox3 
Для исследуемой системы ролик/вал предельное напряжение lim)(*  бралась как 
предел контактной усталости 888limlim)(*int  F  МПа. В качестве действующих напря-
жений σ брались эквивалентные напряжения (по Мизесу). На рисунке 5 представлены 
графики распределения эквивалентных напряжений вдоль оси Ox3 полученные путём 
гранично-элементного моделирования (точечный график) и моделирования контактной 
задачи ролик/вал методом конечных элементов. 
 
Рис. 5. Распределение эквивалентных напряжений (по Мизесу) вдоль оси Ox3 
Определение всех компонент тензора напряжений для полупространства при гра-
нично-элементном моделировании производился в узловых точках по слоям перпенди-
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кулярным оси Ox3. Расчёт напряжённого состояния заканчивался на слое, в любом узле 
которого действующее эквивалентное напряжение не превышало предельное напряже-
ние lim)(* . Если в расчетном узле действующее напряжение превышало предельное, то 
определялась величина элементарного опасного объёма соответствующего данному уз-
лу по формуле (7) и элементарная повреждаемость по формуле (6) выделенного объёма. 
Интегральные показатели, характеризующие повреждаемость силовой системы рассчи-
танные методом граничных элементов и методом конечных элементов для силовой 
системы ролик/вал представлены в таблице 1. 
 
Таблица 1 – Интегральные показатели повреждаемости 
 
Метод Опасный объём (мм3) Повреждаемость (мм3) 
Граничных элементов 0,2771 0,4511 
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